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Am Beispiel der thermJsehen Natriumazidzersetzung wird 
gezeigt, dab die Gesamt-Kinetik der Festk6rperreaktion 2 NaN3 ~)  
2 Na d- 3 N2 dutch den Parameter Igorngr613e vorgegeben werden 
kann, wenn man das NaN~ mit d efinierter Korngr61]enverteilm~g 
einsetzt. Dies ist immer dann der Fall, wenn die Gesehwindigkeits- 
konstante eine Funkt ion  der Korngr6Be ist, so dab sieh dieses 
spezielle ]3eispiel auf fi.tmliehe FestkSrperreaktionen verallgemei- 
nern l~il3t. Voraussetzung ist, dab die einzelnen Teilehen unab- 
h/~ngig voneinander reagieren, was bei der thermisehen Natrium- 
azidzersetzung experimentell belegt werden konnte. L/i/3t man 
demzufolge Addi~ivit/~t clef zu den Kornfraktionen geh6renden 
Umsatz/Zeitfunktionen gelten, so kann man einen Ansatz fiir den 
Gesamtumsatz mit beliebiger Korngr/SBenvergeilung angeben. 
Mit der f/Jr das NaN3 eharakteristisehen Umsatz/Zeitfunktion ist 
der Gesamtumsatz fiir eine Gaul3sehe Korngr613enverteilung 
exak~ bereehenbar. Es werden aullerdem die Trivialf~lle der Ver- 
teilung einer bzw. zweier Xornklassen diskutiert,. Weiters wird 
eine N/~herungsmethode fiir beliebige Umsatz/Zeitfmaktionen und  
Verteilungen mit  I-Iilfe einer Sehwerpunktsdeutrmg besehrieben, 
die sowohl graphiseh als such numeriseh durehgef(ihrt werden 
kann. Die nmnerisehe N~iherung wird dureh ein Anwendungs- 
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beispiel illustriert.  Die ffir Festk6rperreakt ionen charakteristi-  
schen Umsatz/Zeitfunktionen verlieren dann ihre analytische 
Fo rm und spiegelu nut  mehr die vorgegebene Verteilung wieder. 
Riicksehliisse auf den IAeaktionsmeehanismus sind daher bei 
Pulverreaktionen dieser Ar t  nieht mehr mSglich. 

I t  is shown tha t  in the case of thermal  decomposition of so- 
dium azide the  overall  kinetics can be predicted by  defined 
particle size of the decomposed sodium azide crystals. This is 
always the case if the rate  constant  is a function of the particle 
size. I lenee this special example can be generalized for similar 
decomposition reactions. I t  is necessary tha t  the particles 
decompose independently which could be proved experimental ly 
with sodium azide. If for this reason we state for true tha t  the 
pressure/t ime-function of each particle size add together it  is 
possible to set up a formula for the pressure/time-function of 
any particle size distr ibution.  Wi th  the pressure/t ime function 
holding for sodium azide of uniform part icle size, the totM 
function for a GauB distribution can be cMeul~ted exactly. 
IV[oreover, the trivial ease of one single particle size and the 
case of two different particle sizes are discussed. Fur thermore  
an approximat ion method for any arb i t ra ry  pressure/time-func- 
tions and distr ibution by  means of , ,Schwerpunktdeutung" are 
discussed which can be carried out graphically as well as 
numerieMly. The numerical  approximat ion is i l lustrated by  an 
example. Pressure/t ime-functions then loose their  characteristic 
form because of their  dependence on the particle size distri- 
butions under consideration. In  this ease, reaction mechanism 
cannot  be derived from pressure/t ime functions. 

D i e  G e s a m t u m s a t z / Z e i t f u n k t i o n  

S tud ie r t  m a n  F e s t k 6 r p e r r e a k t i o n e n  a m  E inkr i s t a l l  und  f inder  man ,  
d a b  die Umsa tz /Ze i t~unk t ion  ~(t, r), yon  e inem geometr i sehen l~onn- 
f a k t o r  abgesehen,  die Kr is tMlgr6ge r enth//l t ,  so k a n n  m a n  un te r  der  Vor- 
ausse tzung  einer un~bhgngigen  I~eakt ion le ieht  einsehen, dag  zufolge 
dieses P a r a m e t e r s  r m i t  t I i l fe  yon  Korngr6Benver te i lungen  n (r) eine 
P r o g r a m m i e r u n g  der  G e s a m t - K i n e t i k  ~(t, r) mSglieh ist.  Es wi rd  nun  ein 
Ansa tz  gesueht,  der  es ges ta t t e t ,  ~ (t, r) bei  gcgebener  Addit ivi t~i t  yon  

(t, r) bzw. n(r) zu bes t immen.  
Es  wi rd  so vorgegangen,  dag  die Korngr6genve r t e i lung  n(r) in eine 

gent igend groBe Anzah l  yon  In t e rva l l en  n zerlegt  wird  (vgl. Abb.  1). 
Summie r t  m a n  i iber  die Massen aller Par t ike l ,  die sieh bis zur Zei t  t in 
j e d e m  I n t e r v a l l  umgese tz t  h a b e n  u n d  se tz t  diese 5Iassen i~ das  Verh/~ltnis 
zur Gesamtmasse  al ler  vo rhandenen  Par t ike l ,  so gewinnt  m a n  den  Gesamt-  
umsa tz  ~ (t, r). Die AnzahI  der Pa r t i ke l  im / - ten  I n t e r v a l  ist  gegeben 

du tch  : 
n (?d" (r~ - - r ~ - l )  = n ( rd"  Ar~. (1) 
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Die Masse Amoi aller Par t ike l  dieses In~ervalles ist folglich : 

Amo~ = p" Z" r~ .  n ( r d  .Ar~., (2) 

wobei p die Diehte  und Z ein F a k t o r  is~, der die Abweichung x, on einem 
Wiirfel beriicksiehtigt.  

Zur Zeit  t haben  davon  reagier t :  

Amt~ = Amo~" ~ (t, 7 d (3) 

L ~  I:Z-/I,, I~00 I i I . I ! ~00 JOi~ ~00 ~ 
:: :2v: /7: ,~, ZTv: J2: :75 r :/75 :.:,: ,:-7: ::~- 

r . :0 ~ (s:::) 

Abb. 1. Willki]rlich gew/ihlte Korngr6genverteilung n (r) zum Anwendungsbeispiel 

Der Gesamtumsa tz  ~ (t, r) 7ur Zeit  t i s t  dann:  

Z n ~  :~ ,,i ~ .~(~)  ~ , P ' Z "  �9 (rt t ) ' A r ~  
(t, rd - -  ~ t  = ~_ = ~-i _ 

~ o  n 

O'Z" ~(rd'Ari  
i=1 i=l 

(~) 

Nach dera Grenzfibergang zu unendlich kleinen I n t e r w l l e n  ergibt  sich 
fiir die gesuchte Gesamtumsa t z /Ze i t hmk t ion :  

r 3. n (r)-  ~. (t, r ) .  d r 

r i 

/" P ' n ( r ) . d r  

r i - -  1 

(5) 
. f  

(t, r) = , i-1 

B e r e c h n u n g  d e s  G e s ~ m t u m s a t z e s  b e i m  V o r l i e g e n  
e i n e r  Gauf l schen  V e r t e i l u n g  

A m  Beispiel des Nat r iumazidzerse tzung  wird gezeigt, dab bereits 
fiir die Gaufische Korngr6genver te i lnng  die LSsung auf Reihen ffihrt 1. 

I W .  Sch.int l~,eister,  D i p l o m a r b e i t ,  T e c h n .  H o c h s c h .  Gra.z  ( 1964 ) .  
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Die Umsatz/Zeitfunktion ~ (t, r) ist ffir diese Festk6I[perreaktion im Korn- 
gr6Benbereieh yon 100 bis 500 !~ gegeben dureh2: 

(t,  r)  -=  1 - -  e (6 )  

Verwendet man die ffir die mathematisehe Behandlung einfachste 
Form der Korngr6~enverteilung, welche sich yon der reMen Verteilung 
duroh eine Parallelverschiebung der Ordinatenachse unterseheidet : 

n (r) = a .  e - b ~  (7)  

(a, b : eharakteristisehe Verteilungskonstanten), so sind fiir eine exakte 
Berechnung folgende Integrale zu 16sen: 

+'i 
[" r 3 e+O.r~.(1--e--(~) "t) dr 

~'i - t  (8 )  
r/ 

f ra e-b.r2.dr I N  ~ 

ri--1 

Ftir /Co" t wird c gesetzt und der Ausdruek innerhMb des Integrals 
ausmultipliziert. Da sieh abet die IntegTale nieht zwisehen den Grenzen 
Null und Unendlieh erstreeken, sondern jeweils zwisehen r+ and r+-i be- 
wegen, sind vorerst die Stammfnnktionen zu ermitteln. Das Zghlerintegral 
I z  wird in zwei Integrale I t  und I.+, aufgespalten, d~s NennerintegrM I~- 
ist gleich I1. 

Iz  = f r~. e-b'r~ . d r - - f  r~. e-(b~++r -~> . d r  (9) 

I2 lgBt sich nicht geschlossen ausdriicken und fiihrt, nachdem man 
e �9 b ~ / and b �9 r~ = x substituiert hat, auf ein Integral  der Form:  

I+,=~bmfx .e - (z+~) .dx  (i0) 

Man kann dieses In+egral als ein Parameterintegral  yon / auffassen 
und eine Differentialgleiehung zweiter Ordnung herleiten, flit die I2 eine 
LSsung ist. Es ergib~ sich dana eine Darstellung des Integrals mit  Hilfe 
yon Bessel-Funktionen zweiter Ordnung: 

Is ( / )  = c~J~ (2 i I:]) + c~ Y~ (2 i I:]) + 
l z (11) 

+ ~'xe-+{Yp+'fe - + f +" Y++d/I �9 J+.df--J~ e ] 

(J2 Bessel[unktionen zweiter Ordnung erster Art, 
Y2 Bessel[unktionen zweiter Ordnung zweiter Art.) 

K. Torlear, G. W. Herzog, W. Sehintlmeister und D. Fischer, NIh. Chem. 
97, 1339 (1966). 
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Die K o n s t a n t e n  61 und c2 werden au s den Randbed ingungen  ermit te l t  fiir : 

1 
J 2 ( / =  0) = - - e  Z . ( x  @ l ) . 2 b  2 (12) 

Je  ( / - -  co) - -  O. 

T r i v i a l e  V e r t e i l u n g e n  

I m  folgenden werden noeh zwei Grenzf/tlle yon  Ver~eilungen diskutiert .  
I m  Trivialfall  einer einzigen Kornklasse  wird die Korngr613enverteilung 
dutch  die Diracsehe Del ta funkt ion  repr//sentiert  : 

n (r) =- 3 ( ' r i - - r i  1) (13) 
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A b b .  2. U m s a t z / Z e i t - K u r v e n :  ~:(t, ri) u n d  u(t, rk) z w e i e r  F r a k t i o n e n  i u n d  k, u e x p e r i m e n t e l l  

g e w o n n e n  d u r c h  M i s c h u n g  y o n  i u n d  k (50 : 50),  cr b e r e c h n e t  n a c h  (15) 

Es ist leicht einzusehen, dal3 mi t  dieser Ver te ihmg z. (4 r) identisch 
(t, r) wird. Fiir den Fall  zweier Kornklassen  laute t  die Vertei lung: 

n ( r )  . . . . . .  2 - -  (14) 

Ni t  (5) ergibt  sieh: 

m <  ~ (t, rd + m~-  ~ (t, re) 
(t ,  ~,) . . . . . . . . .  , ( i 5 )  

7B4 ~ -  )Y~k 

wobei ri und  re die Tei lehengr6gen und mi und  m~ die Massen der beiden 
Kornklassen  sind. Dieser Fall  wurde bei der thermisehen Nat r iumazid-  
zersetzung exper imentel l  beudesen : Die Kornklassen  510 und t40 !J~ wurden  
zu je 50 Gew~o gemiseht  und  i so therm zersetzt.  Betr .  pr / iparat iver  und  
appa ra t ive r  Details  sei auf  Torlcar, Herzog, Schintlmeister und Fischer ~ 

verwiesen. Die Abb.  2 zeigt das Ergebnis  in Fo rm yon Umsatz /Ze i t -Xur -  
yen. Die dureh Misehung erhal tene experimentel le  K u r v e  s t i m m t  mi t  der 
naeh (15) aus ~ (t, r d und c~ (t, r~) berechneten gut  iiberein. 
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I n t e g r a t i o n  m i t t e l s  S c h w e r p u n k t s d e u t u n g  b e i m  V o r l i e g e n  
b e l i e b i g e r  V e r t e i l u n g e n  

Der  Ausdruok  (5) is t  sehr  gi inst ig mi t  e inem N/~herungsverfahren zu 
berechnen,  wenrt m a n  ihn  folgendermul~en deu te t  : W i r d  die K u r v e  ~ (t, r) 
m i t  der  Masse rS .  n (r) belegt ,  so s te l l t  ~ (t, r) den Schwerpunk t s~bs t and  
der  Massenbelegung nach  Def in i t ion  der  Meehanik  s da r :  

s ta t i sche  Momente  der  E inze lmassen  
S chwerpunk t  ~-- (16) 

N a c h d e m  mi t  I-Iilfe i rgendeines  
S t~nd~rdver fahrens  die Korngr6-  
B e n v e r t e i h n g  n (r) exper imente] l  
b e s t i m m t  wurde,  wi rd  diese mi t  r ~ 
mul t ip l iz ier t .  Die E r m i t t l u n g  des 

A b b ,  3.  

E M~ssen 

7" ~ 

A b b .  3. V e r t e i l u n g s k u r v e  r ~ �9 n ( r )  

A b b .  4. G r a p h i s c h e  B e s t i m m u n g  y o n  ~ (t, r )  t m i t  t t i l f e  des  S e i l e c k v e r f a h r e n s  

Schwerpunk t sabs t andes  k a n n  d a n n  sowohl graphisch  als auch  numer isch  
durchgef i ihr t  werden.  

Zur graphischen Auswertung wird die Fl~che unter  der Kurve  r 3. n (r) 
in Interval le  geteilt  trod die prozentuellen Anteile G~ der Interval le  in bezug 
auf die Gesamtflgche durch Planimetrieren best immt (Abb. 3). Die Punkte  
cr (t, ri) werde• dann in einem e (t, r)/r-Diagramm mit den Gewichten G~ 
belegt und mit tels  ,,Seileck ' 'a  wird die l~esultierende best, immt  (Abb. 4). Der 
Schnit~bpunkt der :~esultioronden mi t  der Ordinate ergibt  direkt  den Umsatz-  
grad ~ (t, r) zur Zeit t, die hier Ms :Parameter auftr i t t .  

Zur  numerischen Berechnuna yon  ~ (t, r), b r a uc h t  man  nur  t iber die 
P r o d u k t e  zu summie ren :  

a / "  ~ ( r , ,  t) 
~. (t ,  r) = ~ ( t 7 )  

i 

3 K. Wol], Mechanik der festen K6rper,  Springer-Verlag (1950). 

A b b .  4. 
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F t i r  v e r s c h i e d e n e  Z e i t e n  t w i rd  eine R e i h e  so lcher  W e r t e  e n t w e d e r  

g r a p h i s e h  ode r  n u m e r i s e h  b e s t i m m t  u n d  erg ib t ,  in  Abh~.ngigkei t  y o n  der  

Zei~ a u f g e t r a g e n ,  die U m s a r  K (t, r) ft ir  be l ieb ige  ~ (t, ~') u n d  

n (~). 

A n w e n d u n g s b e i s p i e l e  z u r  n u m e r i s e h e n  A u s w e r t u n g  

Als Beispiel  zur numer isehen  Auswer tung  wird wiedermn die R e a k t i o n  
2 NaNs  -,-) 2 Na  @ 3 N2 herangezogen,  die kinet iseh du tch  (6) eharak~eri- 
siert  ist. Zur I l lus t ra t ion  sind l~msatz /Ze i t funkt ionen  z. (t, r) mi~ konst.an~em 
Xorngr6genparame~er  r = 100, 200, 300, 400 ~md 500 - t0 -a em in Abb.  5 

7,0~-- 

0 700 200  300 ~'00 o~0~ 
(i~i~) 

A b b .  5. U m s a t z / Z e i t - K u ~ v e n  ~ (t, r )  r v e r s e h i e d e n e r  K o r n f r a k ~ i o n e n  z u m  A n w e n d u n g s b e i s p i e l  

dargestel l t .  Von  dieser Dars te l lung ~ (t, r ) r / t  gelangt  m a n  sehr leicht  zur  
Dars te l lung ~ (t, r ) t / r  bei kons~anten Zei ten t = 20, 40, 60, 80, 100, 150, 200, 
300 und  500 rain.,  wie dies Abb.  6 veransehaulich~. Abb.  1 zeigt  eine will- 
kiirlich gewfihl~e KorngrSBenver te i lung  n (r) des eingesetz~en NaNs.  I-Iierzu 
ist zu bemerken,  da~ fiir eine beliebige FestkSrperreakt. ion,  deren Kine t ik  
yon  der  Tei lchengr58e abh/ingig ist, die analy~ischen Dars te l lungen yon 
g (t, r)r bzw. c( (t, r)t und  n (r) n ieht  no twend ig  sind. Es  geniigen exper imente l I  
bes t immte  Umsa~z/Zei t - t~urven m i t  r als Pa ramete r ,  u m  eine numer i sehe  
Auswer tung  vo rnehmen  zu kbnnen.  

Zur  Bereehnung  yon  ~ (t, r) naeh  (17) m/issen die Summen  der Gi .:~ (r~, t) 
und  G~ fiber i bei kons~anten Zei ten t gefunden werden.  Die Gi-Wert, e erh~lt  
m a n  du tch  5{ulgiplika~ion der 9i mig ?~, naehdem man. die gi-WerCe du tch  

r i  r n 

Divisio~ aer I . ter~amiaohen f . (~)d~ d~roh die Ge~m~fl~ohe ./" n (r) d~ 

ri__ 1 ~'~ 
nach  P lan imet r ie ren  be s t immt  hat .  Die naehfolgende Ta.belle zeigt  die so 
geKmdenen gt- und  Gi-Werte.  A u g e r d e m  en~h~lt die Tabel le  die Ums~tze  
c~ (t, ~ )  sowie die P roduk te  Gi . c~ (t, rf) zur  Zei~ t = 20 Nin.  Ms Beispiel  ffir die 
anMoge Bereehnung  bei anderen  Zei~en t. 

Die  Summie rung  der G~-~rerte ergibt  die Nenne r summe  und  die der  
Gi " ~ (t, gdt-Wer~e die Z~Mersumme in (17), woraus  sieh der  Gesamtumsa tz  

(t, r) b e i t  = 20 zu 0,063 bereehnet .  Die auf  diese Weise bereehnete  Gesamt-  
umsa tz /Ze i t funk t ion  ist in Abb. 5 gezeichnet .  
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T a b e l l e  1 

gi  Gi ~ (~' ri)  t ~ 20 Gi " ~ ( t ,  ri)  t = 20 

(10 -~ cm) (10-'-) (10-' cm ~) (10 -7 cm ~) 

75 0,94 0,003 0,73 0,002 
125 6,27 0,122 0,38 0,046 
175 14,10 0,755 0,20 0,151 
225 20,10 2,289 0,14 0,320 
275 18,80 3,909 0,10 0~390 
325 15,10 5,183 0,08 0,414 
375 9,72 5,125 0,06 0,307 
425 6,58 5,051 0,04 0,202 
475 3,76 4,029 0,03 0,120 
525 3,14 4,543 0,02 0,090 
575 1,28 2,433 0,01 0,024 
625 0,63 1,538 0,00 0,000 

Gi ~ 34,980 �9 10 -7 cm 3 G i �9 c~ (t, r~) ~ 2,066 �9 10 -7 cm a 

,1o 

I I 
o Ioo 2oo 3oo ~oo ~oo ~oo 7oo 8oo goo sooo 

T. I0 v(u,~) -- 
Abb. 6. Umsatz/Teilchenradius-Kurven a (t, ~')t bei konstanten Zeiten zum Anwendungsbeispiel 

D i s k u s s i o n  

Die d u r e h  den  A u s d r u e k  (5) gegebene  G e s a m t u m s a t z / Z e i t f u n k t i o n  is t  
n u r  in  sehr  w e n i g e n  F 'gl len e x a k t  b e r e e h e n b a r ,  u n d  zwar  n u t  d a n n ,  w e n n  
n (r) u n d  0r (t, r) sehr  e in faehe  ~ ' u n k t i o n e n  s ind,  wie dies z . B .  bei  der  
t h e r m i s e h e n  N a t r i m n a z i d z e r s e t z u n g  der  Fa l l  ist. A b e t  a u e h  d a n n ,  w e n n  
(5) e x a k t  intega ' ierbar  ist, wi~.d die B e r e e h n u n g  sehr  umfang re i eh .  Das  Yer-  
f a h r e n  mi t t e l s  der  S e h w e r p u n k t s d e u t u n g  h a t  derngegeni iber  d e n  g rogen  
Vortei l ,  m i t  n u t  we n i g en  I n t e r v a l l ~ e i l u n g e n  sehr  genaue  W e r t e  zu l iefern.  
Zufolge der  glatt, en  Kur-~enver l~ufe  y o n  V m s a t z l Z e i t f u n k t i o n e n  wi rd  die  
Genauigke ig  n o e h  wei te r  beg i ins t ig t .  Au l ] e rdem  b r a u e h e n  c~ (t, r) u n d  
n (r) n i e h t  in  ana lygiseher  F o r m  b e k a n n t  zu  sein. K e h r t  m a n  das aufge- 
zeigte Ver fah ren  urn,  so kanr t  m a n  bei  v o r g e g e b e n e n  ~ (t, r) a n d  ~ (t, r) 
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zugeh6rige Korngr6genverteilungen finden und die t~eaktion danach 
prograrnmieren. 

An Hand des gegebenen Anwendungsbeispieles ist leicht einzusehen, 
dab mit der Verwendung yon Korngr6genverteilungen die physikali- 
sehen Interpre~ationsm6gliehkeiten der Umsatz/Zeitfunktionen verloren- 
gehen und aus ~. (t, r) keine Aussagen tiber den geaktionsmechanismus 
mehr gemaeht werden k6nnen. Es kann ngmlieh bewiesen werden, dab es 
unendlieh viele Funktionen ~ (t, r) gibt, die, m i t r  a �9 n (r) multipliziert, 
und fiber r integriert, denselben Weft ffir das bestimmte Integral (5) er- 
geben. Es kSnnen wohl vergleichende Aussagen bei gleichen Korngr68en- 
verteilungen gemaeht werden, abet eine eindeutige Aussage fiber das zu- 
grnnde liegende Zeitgesetz ist nieht m6glich. 

Diese Arbeit wurde dutch die l~egierung der Vereinigten Staaten 
yon Amerika gef6rdert. 


